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Golden Ratio Encoder の拡張

岡田 真明1 来嶋 秀治1

概要：β 展開は，1 < β ≤ 2 を基として実数値をビット列に変換する手法である．岡田，来嶋は黄金比

φ = 1+
√
5

2 を基とする β 展開におけるセグメントの配置の種類を有限に抑える閾値パラメータ ν の十分

条件を示した．Daubechies達は黄金比 φを基とする β 展開を実装する手法として Golden Ratio Encoder

を提案した．本論文では Golden Ratio Encoder を拡張し，φ以外の代数的数を基とする β 展開に対応さ

せる手法を提案する．

Extension of the Golden Ratio Encoder

Abstract: β-expansion is a method to translate a real number to a bit sequence with a base β. Okada

and Kijima proved that the number of locations of segments is finite for a base φ = 1+
√

5
2 when threshold

ν = aφ + b with rational number a and b. Daubechies et al. proposed the golden ratio encoder which is

A/D conversion algorithm based on β-encoder with β = φ = 1+
√

5
2 ．This paper proposes an extension of

the golden ratio encoder that correspond to β-expansion with an algebraic number β.

1. はじめに

β展開は実数値を基 βでビット列に変換する手法であり，

β 写像 Cβ,ν によって定義される．β 写像は基 β ∈ [1, 2)と

閾値 ν ∈ [1, 1
β−1 ]を用いて定義される．β 写像はカオス的

性質をもつため，ある初期値の i回 β 写像を計算すること

は，定義にしたがって計算する以外の方法では困難である．

β 展開は，固定された β に対して閾値 ν がとりうる値に

ある程度の幅がある．そのため正確でない比較器を用いて

実装することが可能であり，A/D変換への応用が考えられ

る [1]．牧野らは， 1+
√
5

2 ≤ β ≤ 2である β 展開について，

ビット列の長さ Lに対して入力値とその復元値の平均二乗

誤差を 1
12β

−2Lで抑えられることを示した [3]．この誤差解

析において，セグメントとよばれる概念が用いられている．

セグメントはビット長 Lに対して最大 2L 個存在するが，

その配置の種類は高々 2L個である [3]．冨田はビット長 L

に対するセグメントの配置が 2L個，L+定数個，あるいは

定数個の 3つの場合に分類されることを示した [4]．岡田，

来嶋はとくに φ = 1+
√
5

2 を基とする β 展開について，有理

数 a, bを用いて ν = aφ + bと書ける場合にはセグメント

の配置が有限となることを示した．
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Daubechies達はGolden Ratio EncoderとよばれるA/D

変換の手法を提案した [2]．Golden Ratio Encoder は

φ = 1+
√
5

2 を基とする β 展開を正確でない乗算器を用

いて実装する手法である．黄金比 φは φ2 = φ+ 1を満た

す，もっとも基本的な代数的数である．また Daubechies

達は tribonacci や polynacci への拡張についても示唆を与

えている [2]．

本論文では Golden Ratio Encoder を拡張し，polynacci

を含む代数的数を基とする β展開に対応させる手法を提案

する．

2. 準備

2.1 β展開

β展開は，実数 x ∈ [0, 1
β−1 )をビット列 b = b1b2 · · · に変

換する手法であり，以下の β写像Cβ,ν : [0, 1
β−1 ) → [0, 1

β−1 )

を用いて定義される．

Cβ,ν(x) =

βx (x < ν
β )

βx− 1 (x ≥ ν
β )

(1)

ここで β は 1 < β ≤ 2 の基であり，ν は 1 ≤ ν ≤ 1
β−1

の閾値である．入力 x を β 展開して得られるビット列

b = b1b2 · · · を
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bi =

0 (Ci−1
β,ν (x) <

ν
β )

1 (Ci−1
β,ν (x) ≥

ν
β )

(2)

と定める．ここで Ci
β,ν(x) は x に i 回 β 写像をかけたも

の，すなわち Ci+1
β,ν (x) = Cβ,ν(C

i
β,ν(x))である．このよう

にビット列を定義すると x =
∑∞

i=1 biβ
−i が成り立つ．

2.2 Golden ratio encoder

Golden ratio encoder は，状態ベクトル un =

[ un un+1 ]⊤ を用いて実数 x ∈ [0, 1
β−1 ) をビット列

b = b1b2 · · · に変換する手法である．状態 un の遷移は

un+2 = un + un+1 − bn+1 (3)

と定義される．また得られるビット列を

bn+1 =

0 (
[
φ−1 1

]
un < ν

φ )

1 (
[
φ−1 1

]
un ≥ ν

φ )
(4)

と定める．ここで φ = 1+
√
5

2 である．このようにビット列

を定義すると，状態ベクトル unは φを基とする n回 β 写

像に対応することが以下のとおり確認される（[2]参照）．

命題 2.1 u0 = 0, u1 = xとすると，任意の自然数 nに

対して

Cn
φ,ν(x) =

[
φ−1 1

]
un (5)

が成り立つ．

証明 1 帰納法で示す．

( 1 ) n = 0のとき[
φ−1 1

]
u0 =

[
φ−1 1

] [ 0

x

]
= x (6)

であるから確かに正しい．

( 2 ) n = iのとき命題が成り立つと仮定すると，β 写像の

定義より

Ci+1
φ,ν (x) = φCi

φ,ν(x)− I
[
Ci

φ,ν(x) ≥
ν

φ

]
=

[
1 φ

]
ui − bi+1

がいえる．ここで I [·]は，括弧内の条件式が真ならば
1を，偽ならば 0を返す関数である．また[

φ−1 1
]
ui+1 =

[
φ−1 1

] [ 0 1

1 1

]
ui

−
[
φ−1 1

] [ 0

bi+1

]
=

[
1 φ

]
ui − bi+1

である．したがって n = i + 1のときにも命題が成り

立つ．

以上より，任意の自然数 n に対して Cn
φ,ν(x) =[

φ−1 1
]
un が成り立つ．

3. Golden ratio encoder の拡張

黄金比 φは φ2 = φ+ 1を満たす代数的数である．この

章では 1 < β ≤ 2を満たす任意の代数的数を基とする β 展

開に対応する，Golden Ratio Encoder の拡張を提案する．

3.1 拡張 Golden Ratio Encoder の定義

状態ベクトル un = [ un · · · un+d−1 ]⊤ を考える．

ただし d ≥ 2とする．状態 un の遷移を

un+d = m⊤un − bn+1 (7)

と定義する．ここでベクトルm⊤ = [ m0 · · · md−1 ]

である．また得られるビット列を

bn+1 =

0 (a⊤un < ν
φ )

1 (a⊤un ≥ ν
φ )

(8)

と定める．ここでベクトル a⊤ は

a⊤ = β−d
[
β0 β1 · · · βd−1

]
A (9)

A =


0 · · · 0 m0

... . .
.

. .
.

m1

0 . .
.

. .
. ...

m0 m1 · · · md−1

 (10)

である．

4. 代数的数を基とする β展開との対応

上で定義した Golden Ratio Encoder の拡張手法が，

βd = md−1β
d−1 + · · ·+m0β

0 の実数解 β を基とする β 展

開に対応することを示す．

定理 4.1 β (1 < β ≤ 2)が βd = [ β0 · · · βd−1 ]m

を満たすとする．このとき u0 = · · · = ud−2 = 0, ud−1 = x

とすると，任意の自然数 nに対して

Cn
β,ν(x) = a⊤un (11)

が成り立つ．

証明 2 帰納法で示す．

a⊤u0 = β−d[ β0 · · · βd−1 ]Au0

= β−d[ β0 · · · βd−1 ]mx

= β−dβdx

= x

より，n = 0のとき確かに正しい．

Ci
β,ν(x) = a⊤ui が成り立つと仮定すると

Ci+1
β,ν (x) = βCi

β,ν(x)− I
[
Ci

β,ν(x) ≥
ν

β

]
= βa⊤ui − bi+1
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となる．また行列M を

M =



0 · · · · · · 0 m0

1 0 · · · 0 m1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0 md−2

0 · · · 0 1 md−1


(12)

とおけば状態ベクトル ui の遷移について

ui+1 = M⊤ui −


0
...

0

bn+1

 (13)

とかける．よって

a⊤ui+1 = a⊤M⊤ui − bi+1

がいえる．したがって Ci+1
β,ν (x) = a⊤ui+1 を示すには

βa⊤ = a⊤M⊤ を示せばよい．

β[ β0 · · · βd−1 ] = [ β0 · · · βd−1 ]M (14)

であるから

βa⊤ = β−d
[
β0 · · · βd−1

]
MA (15)

a⊤M⊤ = β−d
[
β0 · · · βd−1

]
AM⊤ (16)

となる．また A = A⊤ であるから，AM⊤ = A⊤M⊤ =

(MA)⊤ が成り立つ．よって βa⊤ = a⊤M⊤ を示すには

MA = (MA)⊤ を示せばよい．MAを計算すると

MA =


0 · · · · · · 0
... . .

.
. .
.

m0

... . .
.

. .
. ...

0 m0 · · · md−2

+mm⊤ (17)

がいえる．よってMA = (MA)⊤ が成り立つ．したがっ

て，n = iで命題が成り立つならば，Ci+1
β,ν (x) = a⊤ui+1も

成り立つ．

以上より，任意の自然数 nに対して Cn
β,ν(x) = a⊤un が成

り立つ．

5. おわりに

本論文では Golden Ratio Encoder を拡張し，代数的数

を基とする β展開に対応する手法を提案した．この手法を

用いて，代数的数を基とする β 展開におけるセグメントの

配置の種類を有限個に抑える閾値 ν の十分条件を示すこと

が今後の課題としてあげられる．
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