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立方体グラフにおける距離3独立集合問題の近似について

江藤 宏1,a) 柳 植龍1,b) 宮野 英次1,c)

概要：本稿では，最大独立頂点集合問題 (Maximum Independent Set Problem，MaxIS) を一般化
した問題である最大距離 d 独立頂点集合問題 (Maximum Distance-d Independent Set Problem，
MaxDdIS)を取り扱う．ある整数 d ≥ 2について，無向グラフ G = (V,E)の距離 d独立頂点集合とは，任
意の 2頂点 u, v ∈ S について，Gにおける uと v の 2頂点間距離が少なくとも dとなるような頂点部分
集合 S ⊆ V のことである．無向グラフ Gが与えられたとき，MaxDdISの目標は，頂点数最大の距離 d 独
立頂点集合を探すことである．本稿では，特に入力グラフを立方体グラフに限定した場合の MaxD3ISの
計算複雑さおよび近似可能性について考える．本稿の主な結果は以下である．(1) MaxD3ISが NP 困難
であることを示す．また，(2) 最大次数が ∆の入力グラフにおいてMaxISにおける ∆+3

5 -近似アルゴリズ
ムを用いて，MaxD3ISに対して 2.4-近似アルゴリズムを示す．さらに，(3) 任意の正数 ε > 0について，
2 + ε-近似アルゴリズム，および，(4) 近似率 2 + εの改善として 2-近似アルゴリズムを示す．

キーワード：最大距離 d独立頂点集合問題，NP 困難性，近似アルゴリズム

Approximability of Distance-3 Independent Set
Problem on Cubic Graphs

Hiroshi Eto1,a) Zhilong Liu1,b) Eiji Miyano1,c)

Abstract: This paper studies generalized variants of the Maximum Independent Set problem (MaxIS),
called the Maximum Distance-d Independent Set problem (MaxDdIS for short). A distance-d indepen-
dent set for an integer d ≥ 2 in an unweighted graph G = (V,E) is a subset S ⊆ V of vertices such that for
any pair of vertices u, v ∈ S, the distance between u and v is at least d in G. Given an unweighted graph
G, the goal of MaxDdIS is to find a maximum distance-d independent set in the input graph G. In this
paper we consider the complexity and the approximability of MaxD3IS (i.e., d = 3) on cubic graphs. The
main results in the paper are as follows: (1) We first prove that even if the input graph is restricted to cubic
graphs, it is NP-hard to approximate MaxD3IS. As for approximability of MaxD3IS on cubic graphs, (2) we
design a 2.4-approximation algorithm by using the ∆+3

5 -approximation algorithm for MaxD2IS on graphs of
maxmimum degree ∆. Furthermore, (3) we provide a 2 + ε-approximation algorithm for a small ε > 0, and
(4) we show that the 2 + ε-approximation ratio can be improved to 2 by using a more refined estimation on
the approximation ratio.
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1. はじめに

最大独立頂点集合問題（Maximum Independent Set

problem，MaxIS）は，スケジューリング，コンピュータビ

ジョン，パターン認識，符号理論，地図ラベリング，計算

生物学など，様々な分野での応用があり，計算科学の中で

重要な問題の一つとなっている．MaxISの入力は無向グラ

フ G = (V,E)である． Gの独立頂点集合とは，すべての

2頂点 u, v ∈ S の間の辺 (u, v)が E に含まれないような頂

点部分集合 S ⊆ V のことである．Max ISは，|S|が最大と
なるような独立頂点集合 S を Gより探し出す最大化問題

である．MaxISは NP 困難であることが示された最初の
問題の一つであり，他の問題の NP 困難性を証明するた
めの元問題として広く利用されている [9]．さらに，MaxIS

は，次数 3の正則平面グラフ [8]，長さ 3の閉路を含まな

いグラフ [16]，最小閉路の長さが大きいようなグラフ [15]

などの，非常に限定されたグラフの部分クラスに対しても

NP 困難のままであることが知られている．近似困難性に
ついても，正数 ε > 0について，P = NP が成り立たない
という仮定のもとで，MaxISに対して多項式時間で動作す

る n1−ε 近似アルゴリズムは存在しないことが，文献 [12]

で示されている．一方で，入力グラフが入力グラフが，例

えば，2部グラフ [11]，弦グラフ [6]，円弧グラフ [7]，比較

可能グラフ [10]やその他のグラフクラス [4], [13], [14]に

限定された場合には，MaxD2ISに対して多項式時間アルゴ

リズムを設計することができる．

本稿では，MaxISの一般化問題である最大距離 d独立頂

点集合問題（Maximum Distance-d Independent Set

problem，DdIS）を考える．整数 d ≥ 2について，無向グ

ラフ G = (V,E)の距離 d独立頂点集合とは，任意の 2 頂

点 u, v ∈ Sについて，Gにおいて uと vの 2頂点間距離が

少なくとも dとなるような頂点部分集合 S ⊆ V のことで

ある．ある定数 d ≥ 2 について, DdISは以下のような問題

として定式化できる [2]．

最大距離 dの独立集合問題 (MaxDdIS)

入力: グラフ G = (V (G), E(G))．

目的: Gにおいて，頂点数が最大となる距離 d独立

頂点集合 S を見つけ出す．

すなわち，MaxISは，距離 d = 2としたMaxD2ISと同一の

問題である．文献 [5]では，正数 d ≥ 3におけるMaxDdIS

について，平面グラフおよび 2部グラフ，弦グラフについ

て近似困難性および計算容易性が示されている．本稿で

は，入力グラフをすべての頂点次数を 3に限定した立方体

グラフとした場合の MaxD3ISの計算困難性および近似可

能性について考える．以下が本稿の主な結果である：

(i) 入力グラフを立方体グラフに限定したとしても

MaxD3ISは NP 困難である．
(ii) 最大次数が ∆となるグラフを入力に限定した場合の

MaxD2ISに対する ∆+3
5 -近似アルゴリズムを利用する

ことにより，入力グラフを立方体グラフに限定した場

合には，MaxD3ISに対して 2.4-近似アルゴリズムが設

計できる．

(iii) 任意の正数 ε > 0 について，立方体グラフにおける

MaxD3ISに対して (2 + ε)-近似アルゴリズムが設計で

きる．

(iv) (2 + ε)-近似アルゴリズムの近似率をより詳細な近似

解析を行うことにより，2まで改善することができる．

本稿の構成は以下である．まず第 2節において記号や表

記について述べる．第 3節では，立方体グラフに入力を限

定したとしても MaxD3ISが NP困難のままであることを

示し，第 4節においてで立方体グラフを入力とした場合の

MaxD3ISに対して，近似アルゴリズムを設計する．

2. 準備

無向グラフをG = (V,E)とする．ここで V および E は

それぞれ頂点集合および辺集合を表す．また，グラフGの

頂点集合および辺集合を，それぞれ V (G)および E(G)と

表すこともある．uと v を端点とする無向辺を (u, v)と表

記する．Gの 2頂点 uと vについて，uから vの最短経路

の長さ，すなわち，uから v の距離を distG(u, v)と表す．

グラフ GS は，V (GS) ⊆ V (G)および E(GS) ⊆ E(G)で

あるとき，Gの部分グラフという．頂点部分集合 U ⊆ V

について，G[U ]により U によって誘導される部分グラフ

を表す．

整数 d ≥ 1とグラフ Gに対して，distG(u, v) ≤ dを満

たすようなすべての 2頂点 u, v ∈ V (G)の間を辺 (u, v)で

結ぶことで得られる d次のべきグラフは Gd = (V (G), Ed)

で表される．E(G) ⊆ Ek を満たすので，E(G)のオリジナ

ルの辺もべきグラフGdに含まれている．頂点 viを端点と

する辺の数を次数という．立方体グラフとは，全頂点の次

数が 3であるグラフであり，3正則グラフとも呼ばれる．

入力グラフ Gに対して，あるアルゴリズム ALGにより

得られる頂点部分集合の頂点数を ALG(G)とし，最適ア

ルゴリズムにより得られる頂点部分集合の最大頂点数を

OPT (G)とする．このとき，アルゴリズム ALGが任意の入

力 G に対して OPT (G)/ALG(G) ≤ σを満たすとき，ALG

は σ近似アルゴリズムである，または ALGの近似率は σで

あるという．また，最適解でない頂点集合をOPT (G)とお

き，最適解 OPT (G)に対して，OPT (G) = V \OPT (G)，

|OPT (G)| = n−OPT (G)として表す．

c⃝ 2016 Information Processing Society of Japan 2



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

3. 立方体グラフ上のMaxD3ISの困難性

本節では，入力を立方体グラフに限定したとしても，

MaxD3IS が NP 困難のままであることを示す．ここで，
MaxD3ISの判定版である D3ISを考える．すなわち，無向

グラフ Gとある正整数 k が与えられたとき，D3ISは，グ

ラフ Gの中に k 頂点以上の距離 3独立頂点集合が存在す

るか否かを判定する問題である．本節では，立方体グラフ

における D3ISが NP 完全であることを示すことにより，
最大化問題であるMaxD3ISの NP困難性を示す．文献 [1]

において，立方体グラフにおけるMaxD2ISの NP 完全性
が示されており，本問題からの多項式時間帰着関数を与え

ることにより示す．

定理 1 入力グラフを立体グラフ限定したとしても D3IS

は NP 完全である．

証明. D3IS が NP に属すことは自明である．D3IS の

NP 困難性を示すために，立方体グラフにおける D2IS

からの多項式時間帰着を与える．すなわち，D2ISの入力

グラフを G = (V (G), E(G)) とするとき，立方体グラフ

H = (V (H), E(H))への多項式時間帰着を以下で示す．

グラフ Gの頂点集合および辺集合を，それぞれ V (G) =

{v1, v2, . . . , vn} および E(G) = {e1, e2, . . . , em} とする．
この時，帰着グラフ H = (V (H), E(H))は以下のように

構成される．(i) グラフ Gにおける各頂点 vi に対応して，

グラフ H における頂点 vi を考える．(ii) グラフ G にお

ける各辺 ep に対応するグラフ H の辺ガジェットを SGp

とする．辺ガジェット SGp を図 2に示す．辺ガジェット

SGp = (V (SGp), E(SGp)は，vp0 から vp7 までの 8頂点と

重要な役割を果たす 2頂点 {vpα, v
p
β}を持っている．すな

わち，

V (SGk) = {vp0 , v
p
1 , v

p
2 , . . . , v

p
7} ∪ {vpα, v

p
β}

である．また図に示すよう辺集合 E(SGp)からなり，グラ

フ Gにおける辺 (vi, vj)を SGp で置き換える．帰着グラ

フ H は以上から構成され，

V (H) = {v1, v2, . . . , vn} ∪ V (SG1) ∪ · · · ∪ V (SGm)

の頂点から誘導されるグラフである．Gが n頂点，m辺を

持つとき，H は (n+ 10m)頂点，15m辺を持つ．

帰着は以上であり，この帰着は多項式時間で可能であ

る．以下では，上記した帰着方法により得られる帰着グ

ラフ H に対して，元のグラフ Gが |I2| ≥ k であるような

距離 2の独立集合 I2 を持つ時，かつその時に限り，H が

|I3| ≥ k + 2mであるような距離 3の独立集合 I3 を持つこ

とを示す．

ここで，各辺ガジェット SGpにおいて，頂点 vp0 および vp1

図 1 辺ガジェット SGp

を除く頂点では，頂点間の距離が 3である頂点は {vpα, v
p
β}

のみであることに注意する．例えば，vp4 ∈ I3 とした場合，

任意の頂点 u ∈ V (SGp)について distSGp(v
p
4 , u) ≤ 2とな

る．{vpα, v
p
β}を除く他の頂点についても距離が 2以下であ

ることは容易に確かめることができる．また，頂点 vp0 ま

たは vp1 を選択したときには，任意の頂点 u ∈ V (SGp)に

ついて distSGp(v
p
4 , u) ≥ 3となる頂点は高々 1頂点しか選

択できないことが図 2より言える．ここで，頂点 vp0 また

は vp1 を選択したときには，辺ガジェット SGp に隣接する

2頂点 vi および vj については vi ̸∈ I3 および vj ̸∈ I3 とな

ることに注意して欲しい．

D2IS のインスタンス G が距離 2 独立頂点集

合 I2 = {v1∗ , v2∗ , · · · vk∗} を持つと仮定する．ただ
し，{1∗, 2∗, · · · , k∗} ⊆ {1, 2, · · · , n} である．このと
き，|S′| = k および |S′′| = 2m であるような頂

点部分集合 S′ = {u1∗ , u2∗ , · · · , uk∗} および S” =

{{v1α, v1β}, {v2α, v2β}, . . . , {vmα , vmβ }} を選ぶ．S′ の任意の 2

頂点間の距離は少なくとも 4であり，すべての pについて

S′′内の各 2頂点 {vpα, v
p
β}と S′内のすべての頂点との距離

は少なくとも 3であるので，I3 = S′ ∪S′′はG の距離 3独

立頂点集合となっていることがわかる．

逆に，グラフGが |S| ≥ k+2mとなるような距離 3独立

頂点集合 S を持っていると仮定する．まず，各辺ガジェッ

ト SGk において距離 3独立頂点集合は 2頂点しかとれな

い．よって，各辺ガジェットのより得られる距離 3独立頂

点集合は高々 2mにしかならない．よって，|I2 ∩ S′| ≥ k

となる．このとき，それらの k 個の頂点に相当する Gの

k 個の頂点集合 {v1∗ , v2∗ , · · · , vk∗}内の任意の 2頂点間距

離は少なくとも 2となっている．すなわち，Gは |I2| ≥ k

となるような距離 2独立頂点集合 I2 を持つことがわかる．

以上より，入力を立方体グラフに限定したとしても D3IS

が NP完全となることを示すことができた． ⊓⊔

4. 近似アルゴリズム

本節では，はじめに最大次数を限定したグラフにおける

MaxD2ISの近似アルゴリズムを用いて，MaxD3ISの近似
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図 2 立方体グラフ G および 2 乗ベキグラフ G2

アルゴリズムを示す．さらに，新たに近似アルゴリズムを

設計し近似率を示す．

4.1 上界

まずはじめに，立方体グラフにおける MaxD3ISの上界

を示す．

定理 2 立方体グラフ G = (V,E) において頂点数

|V | = n とする時，MaxD3IS の上界は |OPT (G)| ≤ n
4

となる．

証明グラフ G = (V,E) における最適解を OPT (G) =

{v1, v2, · · · , v|OPT (G)|}とする．最適解 OPT (G)に含まれ

る頂点 vi に対して，隣接する 3頂点を ui,1, ui,2, ui,3 とす

る時，これら 3頂点は OPT (G)に含まれる．従って，

|OPT (G)| ≥ 3|OPT (G)|.

となる．頂点集合 V の頂点数 n，最適解が OPT (G)であ

ることより |OPT (G)| = n− |OPT (G)|とおくことができ
るので，

|OPT (G)| ≤ n

4

が成り立つ． ⊓⊔

4.2 2.4-近似アルゴリズム

ここでは，MaxD2ISに対する近似アルゴリズムを用い

て，MaxD3ISの近似アルゴリズムを示す．

ここで，立方体グラフ Gの 2乗ベキグラフ G2 は図のよ

うに最大次数が 9となる．

事実 1 ([3]) MaxD2ISに対して近似率 ∆+3
5 の多項式時

間近似アルゴリズムが設計できる

定理 3 立方体グラフにおいて，MaxD3ISの 2.4-近似ア

ルゴリズが設計できる．

証明.

以下に 2.4-近似アルゴリズム POWERを示す．

アルゴリズム POWER

入力： 無向グラフ G

出力： 距離 3独立頂点集合 I3

1. Gの 2乗ベキグラフ G2 を求める．

2. 最大次数 9のグラフにおけるMaxD2ISに対する

近似アルゴリズムを呼び出す．出力解を I3 と

する．

3. I3 を出力する．

事実 1 より，最大次数 9 の 2 乗ベキグラフ G2 にお

いて，MaxD2IS に対する近似アルゴリズムの近似率は

(9 + 3)/5 = 2.4となる．すなわち，立方体グラフにおける

MaxD3ISに対して 2.4-近似アルゴリズムが設計できる．

次に，上記のアルゴリズム Powerについての近似率の

正当性を示す．まず，グラフ GにおけるMaxD3ISの最適

解を OPT3(G)，近似解を ALG3(G)とする．また，グラ

フ Gの 2乗ベキグラフ G2 における MaxD2ISの最適解を

OPT2(G
2)，近似解を ALG2(G

2)とする．

ここで，事実 1より，立方体グラフGに対して 2乗ベキグ

ラフG2において，最大次数∆は 9となるので，のMaxD2IS

に対する近似アルゴリズムの近似率は (9 + 3)/5 = 2.4と

なる．よって，2,4近似アルゴリズムによる解を ALG1とす

る．さらに，同じ近似アルゴリズムにより D3ISを解くの

で，ALG3(G) = POWERとおける．よって，

OPT3(G)

ALG3(G)
≤ OPT2(G

2)

ALG2(G2)
=

OPT2(G
2)

POWER
≤ 2.4 (1)

さらに，同じ近似アルゴリズムにより MaxD3ISを解く

ので，ALG3(G) = POWERとおけるので，

OPT3(G)

POWER
≤ OPT2(G

2)

POWER

ここで，OPT3(G) > OPT2(G
2)であると仮定する．こ

の時，グラフ Gにおける MaxD3ISの解でありグラフ G2

における MaxD2IS の解でない頂点を vi とする．頂点 vi

は Gにおいて他の頂点 uと距離は distG(u, v) ≥ 3である

時，この時，2乗ベキグラフ G2 における dist∗G(u, v) ≥ 2

であるため頂点 vi は，MaxD2ISとなるため，MaxD3ISの

解となるとなる頂点は全て MaxD2IS の頂点となるため，

OPT2(G
2)は少なくとも OPT3(G)より多くなるため，矛

盾する．よって式 (1)を満たすため，アルゴリズム POWER

の近似率は 2.4以下となる． ⊓⊔

4.3 2-近似アルゴリズム

本節では，近似率 2.4の改善として，2-近似アルゴリズ

ムを設計する．はじめに，入力グラフ G = (V,E)におい

て，頂点 sおよび頂点集合 S に対して，距離 i離れている

頂点集合をそれぞれ Di(s)および Di(S)とする．

定理 4 立方体グラフにおいて，MaxD3ISの 2-近似アル
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図 3 グラフ G における B1，B2 およびW

ゴリズが設計できる．

以下に近似アルゴリズム DIS3を示す．

アルゴリズム DIS3

入力． 無向グラフ G

出力． 距離 3独立頂点集合 I3

0. 集合 I3 = ϕとする．

1. 任意の頂点 s を選択する．I3 = I3 ∪ {s}, B =

{s}∪D1(s)∪D2(s), V = V −B, W = D1(B)−B

とおく．

2. W の頂点の中で，|(D1(v) ∪ D2(v)) − B| の
値が最も小さくなるような頂点 v を選択し，

I3 = I3∪{v}, B = B∪({v}∪D1(v)∪D2(v)), V =

V −B,W = D1(B)−B と更新する．V = ϕと

なるまでステップ 2を繰り返す．

3. I3 を出力．

DIS3の近似率について以下の補題が成り立つ．

補題 1 立方体グラフを入力グラフとする時，DIS3の近

似率は 2 +O(1/n)以下である．

証明．立方体グラフ Gにおいて，はじめに 1頂点 v1∗ を

選択し，距離が 1および 2までの部分グラフを B1 とし，

B1 の頂点数を |B1|する．この時，|B1|は頂点 v1∗ と距離

2以下の 9頂点の高々計 10頂点であることが図 3よりわか

る．次に，D(B1)に対して距離が 1から 4までの部分頂点

集合 B2 ⊂ (G− B1)とし，B2 より 1頂点 v2∗ が選択でき

る．この時，定義より distG(v1∗ , v2∗) ≥ 3であるので，少

なくとも v1∗ と v2∗ の間には 2頂点が含まれる．それら 2

頂点は B1 に含まれるので，B2 はの頂点は B1 を除く高々

8頂点となる．v3∗以降においても同様に高々 8頂点より 1

頂点を選択し続けることになる．以上より，近似アルゴリ

ズムにおいて，k 回目における部分頂点集合 Bk とする時

|B1|+ |B2|+ · · ·+ |Bk| = 10 + 8(k − 1)となることが分か

る．終了条件より，最後の i番目まで頂点 vi∗ を選択した

時，10 + 8(i− 1)が入力グラフの頂点数 nを超えるため，

10 + 8(i− 1) ≥ n

i ≥ n− 2

8

となり，近似解 ALG(G) ≥ (n − 2)/8 となる．さらに，

MaxD3ISの上界は OPT ≤ n/4 であるため，

OPT (G)

ALG(G)
≤

n
4

n−2
8

= 2 +
4

n− 2

となる．よって，この近似アルゴリズムの近似率は

2 +O(1/n)となる． ⊓⊔

さらに，以下の補題を示す．

補題 2 立方体グラフを入力グラフとする時，DIS3の近

似率は 2以下である．

証明．ここでは，最後の i番目におけるBiについて議論を

行う．アルゴリズムにおいて最後の i番目とする時，i−1番

目までの頂点数は |B1|+ |B2|+ · · ·+ |Bi−1| = 10+8(i−2)

である．

Biの頂点数が 8である時，Biより 2頂点が選択できる．

この時，iは最終フェイズではなく i+1番目が最終フェイ

ズとなり，最終ファイズでは 8頂点より少ない頂点より I3

を選択することとなる．

Biの頂点が 7である時，入力グラフが立方体グラフであ

るため，i−1番目までに少なくとも頂点数が奇数の |Bk|を
含むため，|B1|+ |B2|+ · · ·+ |Bi−1| = 10+8(i−2)−1とな

る．よって |B1|+|B2|+· · ·+|Bi| = 10+8(i−2)−1+7 = 8i

となる．

また，Bi の頂点が 6である時，|B1|+ |B2|+ · · ·+ |Bi| =
10 + 8(i− 2) + 6 = 8iとなる．よって，この近似アルゴリ

ズムにおいて 8iがグラフの頂点数 nを超えるまで繰り返

すため，

8i ≥ n

i ≥ n

8

となり，近似率は，

OPT (G)

ALG(G)
≤

n
4
n
8

= 2

となり，アルゴリズム DIS3の近似率は 2以下である． ⊓⊔

以上より定理 4が成り立つ．
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