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数独問題におけるSAT符号化の影響の評価

鶴田　唯一1 楢崎　修二2

概要：近年，SATソルバと呼ばれる，制約充足問題を解くためのプログラムの性能が急速に向上してきて
いる．そのため，身の回りの様々な問題を SAT 問題に変換し，簡単に，高速に処理するための研究が行
われている．一般的な制約充足問題を命題論理式を用いた SAT問題に変換する SAT符号化は処理速度に
影響を与える．グラフ彩色問題については，順序符号化法と呼ばれる手法が充足可能，不可能な両問題に

おいて平均的に優れた性能を持っているということがわかっている．しかし，その他の問題についても同

様の結果になるかは不明である．そこで，本研究ではグラフ彩色問題によく似た性質を持つ数独問題に対

して，各符号化法を施し，処理速度の比較を行うことで調査した．比較する符号化法は，充足可能なグラ

フ彩色問題について最も処理速度の速い多値符号化法，符号化法の中で出現する変数が最も少なくなる対

数符号化法，順序関係を用いた順序符号化法の 3つである．実験から，数独問題に対しては，順序符号化
法よりも多値符号化法の方が充足可能，不可能の両問題において優れた性能を持っていることが判明した．

よって，すべての問題に対して順序符号化法が優れているとは言えない．
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1. はじめに

近年，SATソルバと呼ばれる，制約充足問題を解くた
めのプログラムの性能が急速に向上してきている．その

ため，身の回りの様々な問題を SAT問題に変換し，簡単
に，高速に処理するための研究が行われている．

一般的な制約充足問題を命題論理式を用いた SAT問
題に変換することを，「SAT符号化」といい，様々な手
法が提案されている．

グラフ彩色問題においての実験では，順序符号化法と

呼ばれる手法が，充足可能，不可能な問題の両方におい

て平均的に優れた結果を出している [1]．しかし，似たよ
うな別の問題についても同様になるかは不明である．そ

こで，本研究ではグラフ彩色問題に性質の似た数独問題

に対して，充足可能なグラフ彩色問題について最も処理

速度の速い多値符号化法，符号化法の中で出現する変数

が最も少なくなる対数符号化法，順序関係を用いた順序

符号化法を用いた場合のそれぞれの処理速度を調べた．

まず，SATと SAT符号化についてを詳しく説明する．
次に，数独問題に対する SAT符号化の手法とその実装に
ついてを説明する．そこから，各符号化法による性能比
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較を行い，実験結果を基に考察を行う．

2. SATと SAT符号化

2.1 SATとは
SAT(satisfiablility problem)とは，ある命題論理式に

対して，それに含まれる真偽値をとる論理変数に真また

は偽を当てはめることによって，全体の値を真にできる

か，という問題である．また，命題論理式の全体の値を

真にできることを充足可能といい，できない場合を充足

不能という．以下で，例題を交えてその解法を説明する．

(図 1参照)
x1, x2, x3という論理変数について，以下の命題論理式

が与えられたとする．

(x1 ∨ ¬x3) ∧ (¬x1 ∨ ¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x2 ∨ x3)

はじめに，先頭の x1に真を割り当てると，x1を含む節

は真とならなければならないので消すことができ，各節

から ¬x1 を消すことができるので，以下のようになる．

(¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x2 ∨ x3)

さらに，先頭の x2に偽を割り当て，¬x2を含む節を消

し，x2 を消すことができ，最終的に残った x3 に真を入

れることで，この命題論式を全体として真にすることが

できる．よって，この命題論理式は充足可能であるとい

える．

SATは NP完全性が示された最初の問題である [11]．
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図  1 SAT 問題における解法の手順

そのため，計算機関係の研究の分野では，この SATがと
ても重要な役割を担っている．ある問題が NP完全であ
るかどうかについて考える場合に，SATを利用すること
でその証明を行うことができるからである．

また，実生活においても，SATは広く使われている．
例えば，SATを用いることで，グラフ彩色問題や巡回セー
ルスマン問題，数独などのパズルゲームなどの問題が，

充足可能であるかどうかを示し，解答可能であるかどう

かを調べることに役立っている．

SATを解くためのプログラムのことを SATソルバと
いう．SATソルバに与える SATは通常の場合，連言標
準形 (以下，CNF)で記述される．CNFとは，∧(かつ)，
∨(または)，¬(否定)の 3つの論理式と任意の論理変数か
らなる命題論理式について，¬を含む論理変数を ∨で繋
いだものを節として，複数の節を ∧で繋いだもののこと
を言う．SATソルバは入力として CNFを受け取り，各
論理変数に真偽値を割り当てていく．すべての論理変数

に真偽値が割り当てられた場合を充足可能，そうでない

場合を充足不能として，結果として出力する．この SAT
ソルバの代表的なものとして，minisatが挙げられる [10]．
近年では，SATソルバの性能が向上し，高速に解を導

くことができるようになった．そのため，スケジューリ

ング問題や制約充足問題，制約最適化問題，定理証明など

の幅広い問題を，SATに変換する手法が研究されている．
ある問題を SATに変換することを，SAT符号化とい

い，SAT符号化の方法には 2つの分類が存在する．ひと
つが「整数変数の符号化法」，もうひとつが「制約の符号

化法」である [1]．

2.2 SAT符号化の手法
SAT符号化のうちの一つである整数変数の符号化法に

は３つの種類が存在する．

1 つ目が，各整数変数 X と各整数定数 a に対して，
X = a を意味する命題変数を用いる方法である [2][3]．
この方法を用いた主な符号化として，直接符号化法と

多値符号化法，支持符号化法がある．直接符号化法は，

at-least-one節および at-most-one節が必要となり，そこ
に制約の違反点集合を追加することで符号化がなされる．

多値符号化法は，直接符号化法にあった at-most-one節を
省略したものである [4]．支持符号化法は，at-least-one

節および at-most-one節が必要となり，そこに制約の支
持点集合を追加することで符号化がなされる．

2つ目が，各整数変数X の 2進数表現に着目し，X の
i桁目が 1に等しいことを意味する命題変数を用いる方
法である [5][6]．この方法を用いた主な符号化として，対
数符号化と対数支持符号化法がある．対数符号化法は，

ドメインに含まれない値を除外する節が必要となり，そ

こに制約の違反点集合を追加することで符号化がなされ

る．対数支持符号化法は，ドメインに含まれない値を除

外する節が必要となり，そこに制約の支持点集合を追加

することで符号化がなされる．

3 つ目が，各整数変数 X と各整数定数 a に対して，

X ≤ a を意味する命題変数を用いる方法である [7][8]．
この方法を用いた主な符号化として，順序符号化法があ

る．順序符号化法は，命題変数間の関係を表す節が必要

となり，そこに違反する範囲を追加することで符号化が

なされる．

それぞれの符号化法で，使用する命題変数の個数や作

成される節数が異なる．例えば，それぞれの符号化法に

おいて，整数変数X の値域が 1から 4のときを考える．
以下では，命題変数 xに 1(真)を割り当てる場合 x，0(偽)
を割り当てる場合は −xと表記する．

直接符号化法，多値符号化法では，整数変数Xに対して，

命題変数 x1, x2, x3, x4を割り当てる．この x1, x2, x3, x4

は 1から 4の数に対応しており，X が 2という値をとる
場合，各命題変数は −x1, x2,−x3,−x4 と表される．

対数符号化法では，4 までの数は 2 進数だと 11 まで
を用いて 2ビットで表現可能なので，整数変数 X に対

して，命題変数 x1, x2を割り当てる．この x1, x2はそれ

ぞれの x1が 2ビット目に,x2が 1ビット目に対応してお
り，X が 2という値をとる場合，各命題変数は −x1, x2

となる．

順序符号化法では，整数変数 X に対して，命題変数

x1, x2, x3 を割り当てる．この x1, x2, x3 は，それぞれ

(X ≤ 1), (X ≤ 2), (X ≤ 3) に対応している (X ≤ 4

は常に真なので必要ない)．X が 2という値をとる場合，
各命題変数は −x1, x2, x3 となる．

直接符号化法とその改良型である多値符号化法なら，

節の数が少ない多値符号化法の方が処理にかかる時間が

短くて済む．その具体例として，グラフ彩色問題と呼ば

れる，与えられた無向有限グラフにおいて，隣り合う点

同士が同一の色にならないように色分けし，その最小の

色数を求める問題での性能比較がある [1]．
この実験によれば，直接，多値，支持，対数，対数支持，

順序の 6種類の符号化を用い，グラフ彩色問題を SAT問
題に符号化した問について平均 CPU時間を計測した場
合，符号化の手法によって処理時間に差が生じることが

示されている．また，順序符号化法が彩色可能な場合も
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与えられる問題 解答例

図  2 数独問題の一例

彩色不能な場合も平均的に良い性能を示している [1]．

3. 数独問題に対する SAT符号化

3.1 数独とは

グラフ彩色問題については以上のような実験結果が出

ているが，その他の問題に対して各符号化を行った場合

はどうなるかを調べていく．本研究では，グラフ彩色問

題とよく似た性質を持つ数独と呼ばれるパズルゲームに

ついて，処理速度の比較を行う．この数独とは，以下の

ルールに従って，1から 9までの数を 9× 9の 81マスに
当てはめていくパズルゲームのことである．(図 2参照)
• ルール 1:1つのマスには 1から 9の数が 1つだけ入る
• ルール 2:縦 1列（計 9マス）には，1から 9の数が

1つずつ入る
• ルール 3:横 1列（計 9マス）には，1から 9の数が

1つずつ入る
• ルール 4:3× 3で囲まれた 9マスには，1から 9の数
が 1つずつ入る

基本的には，以上 4つのルールに従って問題を解いてい
くが，派生系として「対角線上に 1から 9の数が 1つず
つ入る」というルールを持ったもの，1から 16までの数
を 16× 16の 256マスに当てはめていくものなどがある．

3.2 探索プログラムによる数独の解法

一般的に，数独は以下のような手順で解を導いてゆく．

( 1 ) 数の入っていないマスに，縦・横・3× 3の大きなマ

スの中を見て候補を入れていく．

( 2 ) 先頭のマスから見ていき，候補が一つしか入ってい
ないマスがあれば，その値を入れる．値が入ったら，

値を入れたマスの縦・横・3 × 3のマスをチェック

し，入れた数が候補にあれば消す．

( 3 ) 2を繰り返し，候補が一つのマスがなくなったら，先
頭のマスから縦・横・3× 3のマスを見ていき，候補

が複数入っているマスの中から，候補が 1つだけ入
るマスを見つけ，その数を値として入れる．値を入

れたら，値を入れたマスの縦・横・3 × 3のマスを

チェックし，入れた数が候補にあれば消す．

( 4 ) 2と 3を繰り返し，すべてのマスに値が入ったら，そ
れが解となる．

3.3 多値符号化法

ここからは，9× 9の数独問題を SATソルバで解ける
形に変換することを考える．実装する符号化法は，充足

可能なグラフ彩色問題について最も処理速度の速い多値

符号化法，符号化法の中で出現する変数が最も少なくな

る対数符号化法，順序関係を用いた順序符号化法の計 3
つ．また以下からは，一行一列のマスをX1,1，一行二列

のマスをX1,2，· · ·，九行九列のマスをX9,9 とする．

多値符号化法を用いる場合，各整数変数 Xi,j の取

り得る値が 9 個あるので，X1,1 に x1, x2, x3, · · · , x9，

X1,2 に x10, x11, x12, · · · , x18 という風に各マスに

9 個，計 729 変数を割り当てる．(図 3 参照) 例え
ば，X1,1 に 3 が入る場合，変数の組み合わせは
−x1,−x2, x3,−x4,−x5,−x6,−x7,−x8,−x9 となる．こ

の変数を元に各ルールを符号化していく．

まず，ルール 1について，各マスに割り当てた 9個の
変数のうち 1つだけが真となるような論理式を作ればよ
い．これは言い換えると，「各マスに割り当てた 9個の変
数のうち 2つ以上が真となる」の否定である．よって，
X1,1 について言えば以下のような節になる．

¬(x1 ∧ x2 ∧ ¬x3 ∧ ¬x4 ∧ ¬x5 ∧ ¬x6 ∧ ¬x7 ∧ ¬x8 ∧
¬x9)∨¬(x1 ∧¬x2 ∧x3 ∧¬x4 ∧¬x5 ∧¬x6 ∧¬x7 ∧¬x8 ∧
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x1,−x2,−x3,−x4,−x5,−x6,−x7,−x8,−x9(X1,1 = 1) x10,−x11,−x12,−x13,−x14,−x15,−x16,−x17,−x18(X1,2 = 1)
−x1, x2,−x3,−x4,−x5,−x6,−x7,−x8,−x9(X1,1 = 2) −x10, x11,−x12,−x13,−x14,−x15,−x16,−x17,−x18(X1,2 = 2)
−x1,−x2, x3,−x4,−x5,−x6,−x7,−x8,−x9(X1,1 = 3) −x10,−x11, x12,−x13,−x14,−x15,−x16,−x17,−x18(X1,2 = 3)
−x1,−x2,−x3, x4,−x5,−x6,−x7,−x8,−x9(X1,1 = 4) −x10,−x11,−x12, x13,−x14,−x15,−x16,−x17,−x18(X1,2 = 4)
−x1,−x2,−x3,−x4, x5,−x6,−x7,−x8,−x9(X1,1 = 5) −x10,−x11,−x12,−x13, x14,−x15,−x16,−x17,−x18(X1,2 = 5) · · ·
−x1,−x2,−x3,−x4,−x5, x6,−x7,−x8,−x9(X1,1 = 6) −x10,−x11,−x12,−x13,−x14, x15,−x16,−x17,−x18(X1,2 = 6)
−x1,−x2,−x3,−x4,−x5,−x6, x7,−x8,−x9(X1,1 = 7) −x10,−x11,−x12,−x13,−x14,−x15, x16,−x17,−x18(X1,2 = 7)
−x1,−x2,−x3,−x4,−x5,−x6,−x7, x8,−x9(X1,1 = 8) −x10,−x11,−x12,−x13,−x14,−x15,−x16, x17,−x18(X1,2 = 8)
−x1,−x2,−x3,−x4,−x5,−x6,−x7,−x8, x9(X1,1 = 9) −x10,−x11,−x12,−x13,−x14,−x15,−x16,−x17, x18(X1,2 = 9)

x82,−x83,−x84,−x85,−x86,−x87,−x88,−x89,−x90(X2,1 = 1) x91,−x92,−x93,−x94,−x95,−x96,−x97,−x98,−x99(X2,2 = 1)
−x82, x83,−x84,−x85,−x86,−x87,−x88,−x89,−x90(X2,1 = 2) −x91, x92,−x93,−x94,−x95,−x96,−x97,−x98,−x99(X2,2 = 2)
−x82,−x83, x84,−x85,−x86,−x87,−x88,−x89,−x90(X2,1 = 3) −x91,−x92, x93,−x94,−x95,−x96,−x97,−x98,−x99(X2,2 = 3)
−x82,−x83,−x84, x85,−x86,−x87,−x88,−x89,−x90(X2,1 = 4) −x91,−x92,−x93, x94,−x95,−x96,−x97,−x98,−x99(X2,2 = 4)
−x82,−x83,−x84,−x85, x86,−x87,−x88,−x89,−x90(X2,1 = 5) −x91,−x92,−x93,−x94, x95,−x96,−x97,−x98,−x99(X2,2 = 5) · · ·
−x82,−x83,−x84,−x85,−x86, x87,−x88,−x89,−x90(X2,1 = 6) −x91,−x92,−x93,−x94,−x95, x96,−x97,−x98,−x99(X2,2 = 6)
−x82,−x83,−x84,−x85,−x86,−x87, x88,−x89,−x90(X2,1 = 7) −x91,−x92,−x93,−x94,−x95,−x96, x97,−x98,−x99(X2,2 = 7)
−x82,−x83,−x84,−x85,−x86,−x87,−x88, x89,−x90(X2,1 = 8) −x91,−x92,−x93,−x94,−x95,−x96,−x97, x98,−x99(X2,2 = 8)
−x82,−x83,−x84,−x85,−x86,−x87,−x88,−x89, x90(X2,1 = 9) −x91,−x92,−x93,−x94,−x95,−x96,−x97,−x98, x99(X2,2 = 9)

· · · · · · · · ·
図  3 多値符号化法における変数の割り当て

¬x9)∨¬(x1 ∧¬x2 ∧¬x3 ∧x4 ∧¬x5 ∧¬x6 ∧¬x7 ∧¬x8 ∧
¬x9) · · · ∨ ¬(x1 ∧ x2 ∧ x3 ∧ x4 ∧ x5 ∧ x6 ∧ x7 ∧ x8 ∧ x9)

このように 246節必要になるのだが，これらは多値符
号化法において，「割り当てた変数のうち少なくとも 1つ
が真となる」という以下の節によって，すべて充足する

ことが可能である [4]．
x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4 ∨ x5 ∨ x6 ∨ x7 ∨ x8 ∨ x9

よって，このような 1節が各マスごとに存在するので，
多値符号化法においてルール 1は 81節に符号化される．
次に，ルール 2について，1行目の 1という数につい

て考える．「縦に並ぶマスには 1という数が 1つしか入
らない」という条件は，言い換えると「縦に並ぶマス同

士に 1という数が入る」の否定である．従って，以下の
ような節になる．

¬(x1∧x82)∧¬(x1∧x163)∧· · ·∧¬(x1∧x649)∧¬(x82∧
x163) ∧ · · · ∧ ¬(x568 ∧ x649)

これを変形したものが以下である．

(¬x1 ∨ ¬x82) ∧ (¬x1 ∨ ¬x163) ∧ · · · ∧ (¬x1 ∨ ¬x649) ∧
(¬x82 ∨ ¬x163) ∧ · · · ∧ (¬x568 ∨ ¬x649)

この 36節が 1から 9までの 9個の各数，各行ごとに
存在するので，ルール 2は 2916節に符号化される．
ルール 3について，1列目の 1という数について考え

る．「横に並ぶマスには 1という数が 1つしか入らない」
という条件は，言い換えると「横に並ぶマス同士に 1と
いう数が入る」の否定である．従って，以下のような節

になる．

¬(x1 ∧x10)∧¬(x1 ∧x19)∧ · · · ∧¬(x1 ∧x73)∧¬(x10 ∧
x19) ∧ · · · ∧ ¬(x64 ∧ x73)

これを変形したものが以下である．

(¬x1 ∨ ¬x10) ∧ (¬x1 ∨ ¬x19) ∧ · · · ∧ (¬x1 ∨ ¬x73) ∧
(¬x10 ∨ ¬x19) ∧ · · · ∧ (¬x64 ∨ ¬x73)

この 36節が 1から 9までの 9個の各数，各列ごとに
存在するので，ルール 3は 2916節に符号化される．

最後に，ルール 4について，先頭の 3 × 3のマスの 1
という数について考える．「3× 3のマスの中には 1とい
う数が 1つしか入らない」という条件は，言い換えると
「3× 3のマスの中のマス同士に 1という数が入る」の否
定である．従って，以下のような節になる．

¬(x1∧x10)∧¬(x1∧x19)∧¬(x1∧x82)∧¬(x1∧x91)∧
¬(x1∧x100)∧¬(x1∧x163)∧¬(x1∧x172)∧¬(x1∧x181)∧
¬(x10 ∧ x19) ∧ ¬(x10 ∧ x82) ∧ · · · ∧ ¬(x172 ∧ x181)

これを変形したものが以下である．

(¬x1 ∨ ¬x10) ∧ (¬x1 ∨ ¬x19) ∧ (¬x1 ∨ ¬x82) ∧ (¬x1 ∨
¬x91)∧ (¬x1 ∨¬x100)∧ (¬x1 ∨¬x163)∧ (¬x1 ∨¬x172)∧
(¬x1 ∨ ¬x181) ∧ (¬x10 ∨ ¬x19) ∧ (¬x10 ∨ ¬x82) ∧ · · · ∧
(¬x172 ∨ ¬x181)

この 36節が 1から 9までの 9個の各数，各 3× 3のマ

スごとに存在するので，ルール 4は 2916節に符号化さ
れる．

よって，9×9の数独問題に対して多値符号化法を行っ

た場合，729変数，8829節になる．

3.4 対数符号化法

対数符号化法を用いる場合，X1,1にx1, x2, x3, x4，X1,2

にx5, x6, x7, x8という風に各マスに 4個，計 324変数を割
り当てる．例えば，X1,1に 3が入る場合，変数の組み合わ
せは −x1,−x2, x3,−x4 となる．この変数を元に各ルー

ルを符号化していく．

まず，ルール 1を多値符号化法と同じようにして，X1,1

について以下のような節に符号化する．

¬(x1 ∧ ¬x2 ∧ ¬x3 ∧ x4) ∧ ¬(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3 ∧ ¬x4) ∧
¬(x1 ∧¬x2 ∧x3 ∧x4)∧¬(x1 ∧x2 ∧¬x3 ∧¬x4)∧¬(x1 ∧
x2∧¬x3∧x4)∧¬(x1∧x2∧x3∧¬x4)∧¬(x1∧x2∧x3∧x4)

これを変形したものが以下である．

(¬x1 ∨x2 ∨x3 ∨¬x4)∧ (¬x1 ∨x2 ∨¬x3 ∨x4)∧ (¬x1 ∨
x2 ∨¬x3 ∨¬x4)∧ (¬x1 ∨¬x2 ∨ x3 ∨ x4)∧ (¬x1 ∨¬x2 ∨
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x3∨¬x4)∧(¬x1∨¬x2∨¬x3∨x4)∧(¬x1∨¬x2∨¬x3∨¬x4)

この 7節が各マスごとに存在するので，対数符号化法
においてルール 1は 567節に符号化される．
次に，ルール 2についても，多値符号化法と同様にし

て，以下のような節になる．

¬(¬x1∧¬x2∧¬x3∧¬x4∧¬x37∧¬x38∧¬x39∧¬x40)∧
¬(¬x1∧¬x2∧¬x3∧¬x4∧¬x73∧¬x74∧¬x75∧¬x76)∧
· · · ∧¬(¬x1 ∧¬x2 ∧¬x3 ∧¬x4 ∧¬x289 ∧¬x290 ∧¬x291 ∧
¬x292) ∧ ¬(¬x37 ∧ ¬x38 ∧ ¬x39 ∧ ¬x40 ∧ ¬x73 ∧ ¬x74 ∧
¬x75 ∧ ¬x76) ∧ · · · ∧ ¬(¬x253 ∧ ¬x254 ∧ ¬x255 ∧ ¬x256 ∧
¬x289 ∧ ¬x290 ∧ ¬x291 ∧ ¬x292)

これを変形したものが以下である．

(x1∨x2∨x3∨x4∨x37∨x38∨x39∨x40)∧(x1∨x2∨x3∨x4∨
x73∨x74∨x75∨x76)∧· · ·∧(x1∨x2∨x3∨x4∨x289∨x290∨
x291∨x292)∧(x37∨x38∨x39∨x40∨x73∨x74∨x75∨x76)∧
· · ·∧ (x253∨x254∨x255∨x256∨x289∨x290∨x291∨x292)

この 36節が 1から 9までの 9個の各数，各行ごとに
存在するので，ルール 2は 2916節に符号化される．
ルール 3については，ルール 2と同様にして，36節が

1 から 9 までの 9 個の各数，各列ごとに存在するので，
ルール 3は 2916節に符号化される．
ルール 4についても，ルール 2と同様にして 36節が 1

から 9までの 9個の各数，各 3× 3のマスごとに存在す

るので，ルール 4は 2916節に符号化される．
よって，9×9の数独問題に対して対数符号化法を行っ

た場合，324変数，9315節になる．

3.5 順序符号化法

順序符号化法を用いる場合，X1,1に x1, x2, x3, · · · , x8，

X1,2に x9, x10, x11, · · · , x16という風に各マスに 8個，計
648変数を割り当てる．例えば，X1,1 に 3が入る場合，
変数の組み合わせは −x1,−x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8 とな

る．この変数を元に各ルールを符号化していく．

まず，ルール 1について，X1,1について言えば割り当

てた 8個の変数を用いて，以下のような節を追加する．
(¬x1 ∨ x2) ∧ (¬x2 ∨ x3) ∧ (¬x3 ∨ x4) ∧ (¬x4 ∨ x5) ∧

(¬x5 ∨ x6) ∧ (¬x6 ∨ x7) ∧ (¬x7 ∨ x8)

この 7節が各マスごとに存在するので，順序符号化法
においてルール 1は 567節に符号化される．
次に，ルール 2 について，縦に並んだ 2 つのマス

X1,1,X2,1について考える．X1,1とX2,1にそれぞれ同じ

数が入らないという制約は，言い換えると (X1,1−X2,1 ≤
−1) ∨ (X2,1 −X1,1 ≤ −1) と表すことができる．これを

Tseitin変換 [9]を用いて，(p∨ q)∧ [¬p∨ (X1,1 −X2,1 ≤
−1)]∧ [¬q ∨ (X2,1 −X1,1 ≤ −1)] と変換してから符号化

を行う．(p,qは新しい命題変数)さらに，pと q は排他

的であるので，qを ¬pで置き換えることができる．した
がって，この制約は以下のような節に符号化できる．

(¬p∨¬x73)∧(¬p∨x1∨¬x74)∧(¬p∨x2∨¬x75)∧(¬p∨
x3∨¬x76)∧(¬p∨x4∨¬x77)∧(¬p∨x5∨¬x78)∧(¬p∨x6∨
¬x79)∧(¬p∨x7∨¬x80)∧(¬p∨x8)∧(p∨¬x1)∧(p∨x73∨
¬x2)∧(p∨x74∨¬x3)∧(p∨x75∨¬x4)∧(p∨x76∨¬x5)∧
(p∨x77∨¬x6)∧(p∨x78∨¬x7)∧(p∨x79∨¬x8)∧(p∨x80)

この 18節が各行ごとに 36通り組み合わせが存在する
ので，ルール 2は 5832節に符号化される．また，変数 p

は組み合わせごとに新たに 324個の変数が必要になる．
ルール 3についても，ルール 2と同様にして横に並ん

だ 2つのマス X1,1,X1,2 について考えると，以下のよう

な節に符号化できる．

(¬p ∨ ¬x9) ∧ (¬p ∨ x1 ∨ ¬x10) ∧ (¬p ∨ x2 ∨ ¬x11) ∧
(¬p∨x3∨¬x12)∧(¬p∨x4∨¬x13)∧(¬p∨x5∨¬x14)∧(¬p∨
x6∨¬x15)∧(¬p∨x7∨¬x16)∧(¬p∨x8)∧(p∨¬x1)∧(p∨
x9∨¬x2)∧(p∨x10∨¬x3)∧(p∨x11∨¬x4)∧(p∨x12∨¬x5)∧
(p∨x13∨¬x6)∧(p∨x14∨¬x7)∧(p∨x15∨¬x8)∧(p∨x16)

この 18節が各列ごとに 36通り組み合わせが存在する
ので，ルール 3は 5832節に符号化される．また，変数 p

は組み合わせごとに新たに 324個の変数が必要になる．
ルール 4についても同様にして，3×3のマスの中で 36

通りの組み合わせが存在し，それが 9個あるので，5832
節に符号化され，新たに 324個の変数が必要になる．
よって，9×9の数独問題に対して順序符号化法を行っ

た場合，1620変数，18063節になる．

4. 各 SAT符号化法の比較

ここまでで，数独問題に対する SAT符号化の手法と
実装を説明したが，それらが処理速度にどれ程の影響を

及ぼすのかを実際に調べてみることにする．その結果か

ら，最も数独問題に適した符号化法と各符号化法の特性

についてを調査していく．

4.1 使用する SATソルバと実験環境
今回使用する SATソルバは以下の 3つである．1つ目

に，minisatと呼ばれるSATソルバの中でも特に優れた性
能で知られた SATソルバを用いた [10]．2つ目が，funsat
と呼ばれるminisatを模してプログラミング言語の 1つで
あるHaskellを用いて記述された SATソルバである [12]．
そして，我々が Haskellを用いて開発中の hSATという
SATソルバである．これらを用いて，各符号化について
処理速度の比較を行った．

実験環境は Intel Core i7 2.67GHz × 8, メモリ
5.8GByteの計算機上で行った．

4.2 比較する問題

比較には，一意に解が決まる問題，一意に解が決まら

ない問題，現実にはありえないが解がない (UNSATとな
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表  1 minisat を用いた平均処理速度の比較
一意に解が 一意に解が

符号化の種類 決まる問題 決まらない問題 解がない問題

(ms) (ms) (ms)
多値 11.247 10.619 10.255
対数 22.238 19.845 16.218
順序 16.918 14.945 14.286

表  2 funsat を用いた処理速度の比較
一意に解が 一意に解が

符号化の種類 決まる問題 決まらない問題 解がない問題

(s) (s) (s)
多値 0.172 0.140 0.168
対数 5.914 0.917 0.696
順序 1.175 0.388 0.450

表  3 hSAT を用いた処理速度の比較
一意に解が 一意に解が

符号化の種類 決まる問題 決まらない問題 解がない問題

(s) (s) (s)
多値 2.914 0.353 0.146
対数 - - -
順序 - - -

る)問題を 10問ずつ用いる．以上，計 30問について 3
種類の符号化法で処理速度の計測を行い，各種の問題に

ついて平均処理速度を求め比較した．

4.3 minisatによる比較
まず，minisatを用いた実験結果が表 1である．この

表を見る限り，多値符号化法がどのような問題に対して

も最も処理速度が速いということがわかる．また，対数

符号化法は問題によって処理速度にバラつきがあり，不

安定であることがわかった．

4.4 funsatによる比較
次に，funsatを用いた実験結果が表 2である．この表

からも，多値符号化法がどのような問題に対しても最も

処理速度が速いということがわかる．特に，一意に解が

決まる一般的な数独問題に対して言えば，その性能の良

さは明らかである．

4.5 hSATによる比較
次に，hSATを用いた実験結果が表 3である．表中の’-’

マークは 1問につき 20回の計測を行った場合，解答に
30分以上かかり，計測を中断したため，平均値が算出で
きなかったことを意味する．この表から，多値符号化法

以外の方法は 1問計測するのにも 30分以上時間がかか
り，実用的でないということがわかった．

5. 考察

ここまでの実験の結果から，以下のようなことがわか

った．

まず，一般的に知られている 9×9の数独問題に対して

は，多値符号化が最も処理速度が速く優れている．逆に，

最も変数の数が少ない対数符号化は平均的に見れば，3
つの符号化の中で最も処理速度が遅いことがわかる．順

序符号化に至っては，扱う変数の数が 1620個と，多値
符号化の 2倍以上であるにも関わらず対数符号化よりも
優れた性能を示している．よって，数独問題に対しても

グラフ彩色問題と同様に，扱う変数の数が少ないからと

いって，処理速度が向上するわけではないということが

示された．

次に，各符号化の節の数を見てみると，対数符号化が

9315節であるのに対し，順序符号化は 18063節も要して
いる．それにも関わらず，順序符号化の方が対数符号化

よりもよい結果が出ている．ここから，多値符号化には

劣るものの，節数が他の符号化よりも多い順序符号化も，

優秀な符号化法のひとつであるということが言える．

さらに，使用する SATソルバの種類によっても，そ
の性能に大きな差が現れる．一意に解が決まる問題につ

いて言えば，minisatでは多値符号化と対数符号化で約 2
倍の性能差なのに対して，funsatでは約 34倍も性能に
差が生じている．

以上のように，すでに行われているグラフ彩色問題に

おいては，順序符号化法が彩色可能な場合も彩色不能な

場合も平均的に良い性能を示していたが，数独問題に関

しては，多値符号化法が充足可能，不可能な問題の両方

に対して最も優れた性能を示している．

これらの考察から，9× 9の数独問題に対して，最も優

れた符号化法は多値符号化法であるということが言える．

6. おわりに

この実験を通して，数独問題に対する SAT符号化の手
法によって，処理速度に大きな影響を及ぼすという事が

示された．結果，グラフ彩色問題とは異なり，数独問題

に最も適した符号化法は多値符号化法であることが判明

した．よって，グラフ彩色問題に似た性質を持つ問題で

あっても，順序符号化法を行うことが最も優れた方法で

はないと言える．今回は 9 × 9の数独問題において，こ

のような結果が得られた．今後は，16 × 16の数独問題

や対角線に関する制約を追加した数独問題など調査の範

囲を広げ，今回の結果が正しいことを確認したい．
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